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ベイズ最適化
ガウス過程回帰を利用した最適化手法. 最適化とはある関数を最小にす
ること.

関数空間上の確率分布を考えることによって, 与えられたデータから未知
の関数の概形を予測しながら「どこで最小値を取りそうか」を予測する
ことで効率的に最適化を行うことができる.
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ベイズ最適化

「どこで最小値を取りそうか」を獲得関数という関数によって予測する.
獲得関数が大きいほど未知関数が最小値を取りやすいだろうとみなして
いる.

獲得関数は,

1 探索：現在のサンプルより離れたところにより小さい値があるかも
しれない.

2 活用：現在のサンプルの近くではそれほど値が大きくならないだ
ろう.

のバランスをとりながら新たな最小値を探す.

ガウス過程の性質が非常に重要になる手法である.
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ベイズ最適化

ガウス過程の性質はそのガウス過程によって決定する再生核ヒルベルト
空間を調べることが重要であることが知られている.

本講演では, 対称コンパクト作用素のスペクトル分解とガウス過程の決め
る再生核ヒルベルト空間について詳しく見ていきたい.
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多次元正規分布

定義（正規分布と確率密度関数）
確率変数X について平均 µ ∈ Rおよび分散 σ2 ∈ Rなる次の確率密度関
数を持つときX は正規分布に従うという：

p(x) =
1√
2πσ2

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
. (1)

X が平均 µ, 分散 σ2の正規分布に従うことをX ∼ N (µ, σ)と表す.
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多次元正規分布

Figure: 標準正規分布の確率密度関数
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多次元正規分布

多次元正規分布と確率密度関数
Y = (X1, · · · , Xd)

⊤とし各Xiは標準正規分布に従うとする. このとき d
次ベクトル a, d次正方行列Bについて定まる確率変数X = a+BY は d
次元正規分布に従うという.

特に µ = a, Σ = BB⊤とし Σが正則であるとき, X の確率密度関数は,

p(x) =
1√

(2π)d|Σ|
exp

(
−1

2
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

)
(2)

と表せる.

（１次元の）確率変数X ∼ N (µ, σ2)も確率変数 Y ∼ N (0, 1) を用いて
X = µ+ σY と表せる.
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多次元正規分布

Figure: 二次元正規分布の確率密度関数
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多次元正規分布

分散共分散行列 Σを変えて様子を見てみる.

(
1 0
0 1

)
,

(
1 0.7
0.7 2

)
.
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多次元正規分布

多次元正規分布の形状は分散共分散行列 Σの固有値・固有ベクトルに
よって決定される.

Figure: 等高線で見た場合（固有ベクトルあり）
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多次元正規分布

命題（実対称行列の固有ベクトル）
実対称行列の相異なる固有値の固有ベクトルは直交する.

証明の鍵：

⟨λ1x1, x2⟩ = ⟨Hx1, x2⟩ = ⟨x1,Hx2⟩ = ⟨x1, λ2x2⟩.
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多次元正規分布

分散共分散行列は Σ = B⊤Bという形から非負定値対称行列になる.

定理（実対称変換のスペクトル分解）
Σの固有ベクトルの族 {φi}で Rdの正規直交基底となるものが存在する.
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多次元正規分布

重要
正規分布の形状は分散共分散行列 Σで決まる.
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多次元正規分布
特に Σの固有値が全て正のとき確率密度関数,

p(x) =
1√

(2π)d|Σ|
exp

(
−1

2
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

)
,

の形を見ると (x− µ)⊤Σ−1(x− µ)が重要な量であることがわかる.
単純化するために µ = 0とし, Σ−1を対角化する直交行列を P とすると,

x⊤Σ−1x = (Px)⊤


1
λ1

0
. . .

0 1
λd

 (Px),

= (
√
T−1Px)⊤(

√
T−1Px),

と表せる. ただし
√
T−1は上の対角行列の各成分でルートを取った行列.
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多次元正規分布

つまり x ∈ Rdでの確率密度関数を知るためには,

√
T−1Px

が重要な量であることがわかる.
直交行列とフーリエ級数展開の類似性を考えると……
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ガウス過程

定義（ガウス過程）
T を集合としW = (Wt : t ∈ T )を T に添え字付けられた確率変数族であ
るとする. 任意の k ∈ Nと任意の t1, · · · , tk ∈ T について,
(Wt1 , · · · ,Wtk)

⊤が k次元正規分布に従うときW はガウス過程であると
いう.

ガウス過程の定義より平均関数および共分散関数,

µ(t) = E[Wt], (3)

k(s, t) = cov[Ws,Wt], (4)

が定まる.
W − µを考えれば平均関数は 0になるから, 以降ガウス過程を考えると
きは常に平均関数は 0であるものとする.
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ガウス過程

ガウス過程W を決めれば, k(s, t) = cov[Ws,Wt] が決まる.

逆に共分散関数 k(s, t)を決めれば {ti}i=1,··· ,N について,

(Σ)ij = k(ti, tj),

として,

W = (Wt1 , · · · ,WtN ) ∼ N (0,Σ),

でガウス過程W が決まる.
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ガウス過程

ガウス過程が関数を生成する様子.

上の図は区間 [−5, 5]を百等分し, k(s, t) = exp(−1
2 ||s− t||2)として各点

ti(i ∈ {0, 1, · · · , 99})でWti を計算している.
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ガウス過程

重要
ガウス過程の性質は共分散関数 k(s, t)で決まる.
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ベイズ最適化

ガウス過程によって定まる関数空間上の確率分布は, 対応するカーネ
ル関数 kに関する再生核ヒルベルト空間によって決まることが知ら
れている（Borellの不等式 [1]）.

ただし再生核ヒルベルト空間は再生性やカーネル関数の線形結合な
ど有限次元の線形空間では用いられなかったやや天下り式な方法で
定義されることが多い.

そこで, 本発表では対称コンパクト作用素を通して多次元正規分布か
らの類推でガウス過程を観察することによって再生核ヒルベルト空
間を理解することを試みる.
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ベイズ最適化
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ベイズ最適化
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バナッハ空間とヒルベルト空間

係数体Kは R, Cのいずれかであるとする.

定義（ノルム）
K上の線形空間X において, 写像 ∥ · ∥ : X → R が定義されていて次の条
件を満たすとする.
(1) 正値性 :
任意の u ∈ X について ∥u∥ ≥ 0かつ ∥u∥ = 0 ⇔ u = 0 が成り立つ.
(2) スカラー倍の同次性 :
任意の α ∈ Kと u ∈ X について, ∥αu∥ = |α|∥u∥ が成り立つ.
(3) 三角不等式 :
任意の u, v ∈ X について, ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥が成り立つ.

ノルムが定まった線形空間をノルム空間という.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

ノルムは距離を定める. すなわち, d(u, v) := ∥u− v∥ (u, v ∈ X) とすると
dは距離関数の公理を満たす.

定義（バナッハ空間）
ノルムが定める距離に関して完備なノルム空間をバナッハ空間という.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

定義（内積）
K上の線形空間X において, 写像 ⟨·, ·⟩ : X ×X → K が定義されていて
次の条件を満たすとする.

(1) 正値性 :
任意の u ∈ X について ⟨u, u⟩ ≥ 0かつ ⟨u, u⟩ = 0 ⇔ u = 0 が成り立つ.
(2) 共役対称性 :
任意の u, v ∈ X について ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ が成り立つ.
(3) 準双線形性 :
任意の u1, u2, v1, v2 ∈ X および α, β ∈ K について,

⟨αu1 + βu2, v⟩ = α⟨u1, v⟩+ β⟨u2, v⟩,
⟨u, αv1 + βv2⟩ = ᾱ⟨u, v1⟩+ β̄⟨u, v2⟩,

が成り立つ.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

内積はノルムを定める. すなわち, ∥u∥ := ⟨u, u⟩ (u ∈ X) とすると ∥ · ∥は
ノルムの公理を満たす.

定義（ヒルベルト空間）
内積が定めるノルムに関してバナッハ空間となるようなノルム空間をヒ
ルベルト空間という.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

定義（L2(X)）
X を測度空間とし L(X)をX 上の可測関数の集合とする.

L2(X) :=

{
f ∈ L(X) :

∫
X
|f(x)|2dx

}
,

とすると L2(X)は,

⟨f, g⟩L2 =

∫
f(x)g(x)dx,

を内積としてヒルベルト空間となる. ⟨f, g⟩L2 は単に ⟨f, g⟩とも表す.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

定義（ℓ2(N)）
N上の実数列の集合,

ℓ2(N) :=

{
a : a = {ai},

∑
i

|ai|2 < ∞

}
,

とすると ℓ2(N)は,

⟨a, b⟩ℓ2 =
∑
i

aibi,

を内積としてヒルベルト空間となる. ℓ2(N)を単に ℓ2とも表す.

ℓ2は集合X に対して可測集合族として P(X)を, 測度として数え上
げ測度 (counting measure)を入れた場合の L2空間である.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

定義（正規直交基底）
ヒルベルト空間Hが可算な部分集合 {φi}が,

1 ∥φi∥ = 1（正規性）,

2 i ̸= jならば ⟨φi, φj⟩ = 0 （直交性）,

を満たすとき {φi}は正規直交系であるという.

さらに,任意の f ∈ Hについて,

f =
∑
i

⟨f, φi⟩φi,

が成り立つとき {φi}は正規直交基底であるという.
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バナッハ空間とヒルベルト空間

定義（フーリエ級数展開）
L2(X)が正規直交基底 {φi}をもつとすると

f =
∑
i

⟨f, φi⟩φi,

と表せるのであった. このとき f̂i = ⟨f, φi⟩を φiに関する f のフーリエ
係数といい上の級数展開をフーリエ級数展開という.

命題（Parsevalの等式）
任意の f ∈ L2(X)について f̂ = {f̂i} ∈ ℓ2が成り立ち,

∥f∥L2 = ∥f̂∥ℓ2 ,

が成り立つ.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定義（作用素）
X, Y をバナッハ空間であるとする. 線形写像A : X → Y のことを線形
作用素という.

単に作用素と言えば線形作用素を指すことにする.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定義（有界線形作用素）
X, Y をバナッハ空間であるとする. 線形作用素A : X → Y について, あ
る定数M が存在して任意の x ∈ X について,

∥Ax∥ ≤ M∥x∥,

が成り立つとき, Aは有界線形作用素であるという.

線形作用素に関しては有界性と連続性は同等である.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定義（対称作用素）
任意の u, v ∈ H について有界線形作用素A : H → H が次を満たすと
する：

⟨Au, v⟩ = ⟨u,Av⟩.

このときAは対称作用素であるという.

有界線形作用素に関しては対称性⇒自己共役性 (A = A∗).

一方, 非有界作用素に関しては対称⇒自己共役は一般には成り立た
ない.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定義（コンパクト作用素）
X, Y をバナッハ空間であるとする. 作用素A : X → Y がコンパクト作
用素であるとはX 上の任意の有界点列 {xi}に対して {Axi} ⊂ Y が収束
部分列を持つことである.

有界集合の像が相対コンパクトになる.

コンパクト作用素は有界作用素となる.

AX ⊂ Y が有限次元であればAはコンパクト. したがって, 行列に
よって定まる線形写像はコンパクト.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定理（フレドホルムの定理）
Hをヒルベルト空間とし, T : H → Hをコンパクト作用素であるとする.
このとき任意の λ ∈ Kについて,

Vλ = {x ∈ H | Tx = λx},

とする.
(1) Vλ ̸= {0}となるような λ（固有値）は高々可算個であり, 0以外の点
に集積しない.
(2) 任意の λ ̸= 0について Vλは有限次元空間である.
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対称コンパクト作用素とスペクトル

定理（対称コンパクト作用素のスペクトル分解定理）
T をヒルベルト空間H上の対称コンパクト作用素とする. このとき, T の
固有関数の族 {φi}でHの正規直交基底となるものが存在する.

対称コンパクト作用素の固有値 λiは λi ≥ 0を満たす.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

ガウス過程W を決めると k(s, t) = cov(Ws,Wt) = E(WsWt) で分散共分
散関数が決まるのであった.

このセクションでは Sを Rdをコンパクト集合とし, S上のガウス過程
W = {Ws}s∈S を考えることにする. このときこのW に関する kはガウ
ス過程の定義により次の性質を満たす.

Amuta (X: @amuta151) (第 4 回つどい) 再生核ヒルベルト空間とベイズ最適化 2023/9/16 42 / 56



作用素と再生核ヒルベルト空間

定義（正定値関数）
Sを Rdをコンパクト集合とし, 関数 k : S × S → Rを考える. 任意の
c1, · · · , cn ∈ Rおよび, 任意の x1, · · · , xn ∈ Sについて,

n∑
i,j=1

cicjk(xi, xj) ≥ 0,

が成り立つとき kは S上の正定値関数であるという.

(K)ij = k(xi, xj)で決まる行列が半正定値であるということ.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

命題（正定値関数の定める対称コンパクト作用素）
L2(S)を S上の二乗可積分関数全体, kを S上の連続な正定値関数とす
る. kは,

Kf :=

∫
f(x)k(x, ·)dx,

によって L2(S)上の作用素を定め, これは対称コンパクト作用素となる.

対称性は Fubiniの定理による.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

命題 (固有関数の連続性)

K の固有値の族を {λi}とし, 固有関数の族を {φi}とする. このとき,
{φi}は L2(S)の正規直交基底となる. 特に φiは連続関数である.

Proof.

対称コンパクト作用素のスペクトル分解定理による. 固有方程式
Kφi = λiφiおよび左辺が連続関数であることから従う a.

aLp の元として見るときは関数の同値類の代表元として連続関数を取ることができる
ことを意味する.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

定理（Mercerの定理）

k(x, y) =
∑
i

λiφi(x)φi(y), (5)

が成り立ち, 右辺の級数は絶対一様収束する.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

Proof.

固有方程式Kφi =
∫
φi(x)k(x, ·)dx = λiφiは λiφiが φiに関する k(x, ·)

のフーリエ係数であること示す. すなわち, 式 (5)が平均収束の意味で成
り立つ.
さらに, Snm(x, y) =

∑m
i=n λiφi(x)φi(y) としたときシュワルツの不等式

から,
m∑
i=n

λiφi(x)φi(y) ≤ Snm(x, x)Snm(y, y),

が成り立つ. 固有関数が連続であることとコーシーの一様収束条件より∑
i λiφi(x)φi(y)は一様収束し, 絶対収束することは kの Sにおける有界

性からわかる.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

ここで有限次元正規分布の確率密度関数の話を思い出そう. 確率密度関
数の形を踏まえて

√
T−1Pxが重要な量になるのであった.

分散共分散行列 Σの固有ベクトルの族を {φi}とすると,

x⊤Σ−1x = (Px)⊤


1
λ1

0
. . .

0 1
λd

 (Px),

= (
√
T−1Px)⊤(

√
T−1Px),

と表せる.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

したがって,

√
T−1Px =

∑
i

1√
λi

⟨x, φi⟩φi,

と表すことができる.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

ここでヒルベルト空間上の作用素K に対して
√
T−1P に対応する関数を

定めよう.

定義（K− 1
2）

K の固有値が全て正であるとする. このとき,

K− 1
2 f :=

∑
i

1√
λi

f̂iφi,

と定義する.

K− 1
2 f は可測関数であるが L2(S)の元になるとは限らない.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

定義（再生核ヒルベルト空間）
H =

{
f ∈ L2(S) : K− 1

2 f ∈ L2(S)
}
,

において内積を,

⟨f, g⟩H :=
⟨
K− 1

2 f,K− 1
2 g

⟩
=

∑
i

f̂iĝi
λi

,

と定めるとHはこの内積についてヒルベルト空間となる. Hを正定値関
数 kに関する再生核ヒルベルト空間という.

K− 1
2 f ∈ L2(S) という条件は

√
T−1Pxに対応する量が意味を持つ

ための条件になっている.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

命題（再生性）
正定値関数 kとヒルベルト空間Hについて次が成り立つ.
(1) 任意の x ∈ Sについて k(x, ·) ∈ H.
(2) 任意の f ∈ Hと任意の y ∈ Sについて,

f(y) = ⟨f, k(·, y)⟩H,

が成り立つ.
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作用素と再生核ヒルベルト空間

Proof.

(1) Mercerの定理より f = k(x, ·)とすると f̂i/
√
λi = λiφ/

√
λi となるか

ら,
∑

i |λiφi/
√
λi|2 =

∑
i λiφ

2
i = k(x, x) < ∞ より f ∈ H.

(2) Mercerの定理より,

⟨f, k(·, y)⟩H =

⟨∑
i

f̂iφi,
∑
j

λjφjφj(y)

⟩
H

,

=
∑
i

f̂iφi(y),

= f(y),

が成り立つ. K− 1
2 f ∈ L2(S)とコーシーの収束条件から級数は絶対一様

収束する.
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ガウス過程と再生核ヒルベルト空間の関係

ガウス過程W を決めるとそれに対応するただ一つの再生核ヒルベルト空
間Hが決まることが知られている（Moore-Aronszajnの定理）.

そして, HはW の関数空間上での確率分布を決める上で非常に重要な役
割を果たすことが知られている. 詳しくは [1]などに記載されている.
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