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1 概要
Bayes統計学における重要な量であるWAICとWBICの定義を測度論
的確率論の下で整理することが本稿の目的である.

[1]でも十分に正当化可能な定義が与えられているものの, 著者が同書
の中で述べているように測度論をはじめとする数学的な知識は仮定され
ていない. そのため, 何が確率変数で何がそうでないのかといった確率論
的な意味での定義がやや見えにくくなっている部分がある.

実際, 標語的に「Bayes統計学は母数を確率変数とみなす」や「Bayes

統計学は Bayesの定理を基礎とする」といった説明がなされることがあ
る. しかし, 現代確率論の標準的基礎である測度論的確率論の下で定式化
する場合, どちらの考えも必要としない.

そこで, 本稿ではBayes統計学の諸概念を確率論的に定義し, 数学的な
見通しをよくすることを目標とした. 主部は諸定義を与えた第２節であ
り, それ以降の内容は [1], [2], [3], [4] の内容を適宜まとめたものである.

2 諸定義
(Ω, P )を確率空間, X : Ω → Rを確率変数とする. また, XによってR
上に誘導される測度が確率密度関数 q(x) ∈ L1(R)を持つとする. すなわ
ち, R上の可測集合 Sに対して PX(S) = P (X−1(S))と表したとき,

dPX = q(x)dx,

が成り立つ*1.

*1dPX = q(x)dxとは任意の R上の可測集合 S に対して P (S) =
∫
S
q(x)dxが成り立

つことである.
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さらにW をRdのコンパクト部分集合する. R×W 上の関数 p(x,w) ∈
L1(R×W ) であって, 各w ∈ W に対して,∫

R
p(x,w)dx = 1,

となるような関数 p(x,w)を任意に選び確率モデルという. p(x,w)はパラ
メータ wを持つ確率密度関数を意図したものであり, 条件付き確率の記
法を模倣して p(x|w)と表す*2.

Xと独立同分布である確率変数X1, X2, · · · , Xnを考え, その組をXn =

(X1, X2, · · · , Xn)と表す. また, W 上の確率密度関数 φ, すなわち φ ∈
L1(W )かつ ∫

W
φ = 1であるものを任意に取り事前分布という.

上記の表記法の下で, 事後分布と予測分布を次で定義する.

定義 1. (事後分布)

β ∈ (0,∞)に対し,

p(w|Xn) =
1

Zn(β)
φ(w)

n∏
i=1

p(Xi|w)β,

を事後分布という. ただし,

Zn(β) =

∫
W

φ(w)
n∏

i=1

p(Xi|w)βdw,

とする.

また, 正規化定数Zn(β)により事後分布のW 上の積分は 1になるから,

事後分布を確率密度関数として見たときの平均*3を,

Eβ
w[ · ] =

∫
· p(w|Xn)dw,

と表す. β = 1のとき, E1
w[ · ]を単に Ew[ · ]と書く.

事後分布は確率変数の関数であるからそれ自身,確率変数である (w ∈ W

を固定するごとにΩ → Rなる確率変数となる).

*2しかし, これは単なる記法であり p(x|w)の実体は L1(R×W )に属する関数である.
いま, wは確率変数の値域ではないから x,wの同時確率密度関数は考えられず, したがっ
て p(x|w)は条件付き確率密度関数ではない.

*3W は確率変数の値域ではないから正確には Ew[ · ]は平均とは言えない. 平均の定
義は確率変数の Ω上での測度 P による積分である. しかし, 全空間での積分が 1になる
可積分関数 p(w|Xn)との積の積分はまさに確率密度関数による平均の類似物である.
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定義 2. (予測分布)

事後分布による確率モデルの平均,

p∗(x) = Ew[p(x|w)],

=

∫
p(x|w)p(w|Xn)dw,

を予測分布という.

以上の定義の下で, 次の量を定める.

Tn = − 1

n

n∑
i=1

log p∗(Xi) : 学習損失,

Fn = − 1

β
logZn(β) : 自由エネルギー,

Gn = −
∫

q(x) log p∗(x)dx : 汎化損失,

Vn =
n∑

i=1

{
Ew[(log p(Xi|w))2]− Ew[log p(Xi|w)]2

}
: 汎関数分散,

w0 = arg min
w∈W

{
−
∫

q(x) log p(x|w)dx
}
,

Ln(w) = − 1

n

n∑
i=1

log p(Xi|w),

L(w) = −
∫

q(x) log p(x|w)dx.

3 Bayes統計学の状態方程式
EはΩ上の平均を表すとする (確率変数Xについての平均であり, 事後
分布の平均ではない).

定義 3. (相対的に有限な分散)

対数尤度比関数 lを,

l(x,w0, w) = log
p(x|w0)

p(x|w)
,

で定める.
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ある定数 c0 > 0が存在して, 任意のw ∈ W について,

E[l(x,w0, w)] ≥ c0E[l(x,w0, w)
2],

が成り立つとき, 対数尤度比関数は相対的に有限な分散を持つという.

定理 4. (Bayes統計学の状態方程式)

対数尤度比関数が相対的に有限な分散を持つとする. このとき,

E[Gn] = E
[
Tn +

βVn

n

]
+ o

(
1

n

)
,

が成り立つ*4.

4 WAICの定義
定義 5. (WAIC)

広く使える情報量基準 (Widely Applicable Information Crite-

rion) WA
n を,

WA
n = Tn +

Vn

n
,

と定義する.

定理 6. EはΩ上の平均, Vは分散であるとする.

1. 汎化損失GnとWAICは平均平均の差が 1/n2に比例する.

E[Gn] = E[WA
n ] +O

(
1

n2

)
.

2. Gn − L(w0)とWA
n − Ln(w0)は分散の差が 1/n2に比例する.

V[Gn − L(w0)] = V[WA
n − Ln(w0)] + O

(
1

n2

)
.

*4以降で使用する o,Oは収束の速さを評価する Landauの記号である. 定義は標準的
な微積分学の教科書もしくは [1] p.26-27を参照のこと. 簡単に述べるならば n → ∞と
したとき o(1/n)は 1/nより収束が速い任意の関数のうちの１つを表し, O(1/n)は 1/n
と収束の速さが同程度である任意の関数のうちの１つを表す.
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5 WBICの定義
定義 7. (WBIC)

広く使えるBayes情報量基準 (Widely Applicable Bayesian Infor-

mation Criterion) WB
n を,

WB
n = Eβ

w[nLn(w)],

と定義する. ただし, β = 1/ log nである.

定理 8. 自由エネルギー FnとWBICは平均の差が log log nに比例する.

E[Fn] = E[WB
n ] +O (log log n) .
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