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1 はじめに
本PDFの特色は，Gödelの完全性定理までの最短距離を目指すことにある．
一階述語論理の健全性と完全性は数理論理学の基本的な結果である. 特に

非自明な完全性は 1929年に Gödelによって証明された．
完全性とは設定した証明体系（本 PDFでは Hilbertの公理系を採用する）

が十分な表現力を持つかを述べる定理である. すなわち,「正しい論理式は全
て証明可能である」ということを主張する. このことは一見当たり前である
ように思えるが, 「証明可能である」ということを数学的に定義したときに,

その意味で必ず証明できるということは自明ではない. 完全性によって一階
述語論理が自然に要請される表現力を持つことがわかるという点で基本的で
ある.

ところで, 日本語で書かれた数理論理学の優れた教科書は多数あれど完全
性までの道のりに特化した書籍は少ない. 当然, 様々な応用を意識してその準
備をしながら進むため, 完全性の証明には必要のない知識も盛り込みながら
証明していくからである.

しかし, なるべく手短に完全性を理解するということも数理論理学の学習
において有益である.

そこで, 本 PDFは可能な限り見通しよく，最低限の準備でGödelの完全性
定理を証明することを目指した．本 PDFの完全性定理の証明は主に [1], [2],

[3]を参考にしたがどの本とも細部が異なり, 筆者の主観で最も見通しがよい
と思う証明に再構成した.

１つの結果を様々なやり方で証明することは理解を深める手助けになると
思われるので興味のある方はぜひ比較してみていただきたい.
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2 論理式と構造
2.1 論理式
まず, 論理式を定義しよう. そのために各記号 (=言語)と項を定義する.

定義 1. （言語）

1. 変数記号
アルファベットおよびアルファベットに添え字として自然数が付された
ものを変数記号という. また, 変数記号の集合を VARと表す.

VAR := {a, b, c, . . . , a0, a1, a2 . . . }. (1)

2. 論理記号
論理記号の集合を LG で表し, 次で定める.

LG := {⊥,¬,∧,∨, ∀, ∃,=}. (2)

3. 定数記号
定数を表す記号の集合を C と表す.

4. 関数記号
自然数 n(n > 0)に対し n-引数関数を表す記号の集合をFnとし, nをそ
の関数記号のアリティという. また, 関数記号全体の集合を F と表す.

F :=
∪

Fn. (3)

5. 述語記号
自然数 n(n > 0)に対し n-引数関係を表す記号の集合を Pn とし, nを
その関係記号のアリティという.また, 関係記号全体の集合を P と表す.

P :=
∪

Pn. (4)

以上の記号すべての集合を言語といい, Lと表す.

L := VAR ∪ LG ∪ C ∪ F ∪ P . (5)

これから定義する項や論理式というものは全てある言語の記号から作られ
る記号列である. そこで, 論理記号としての =と記号列として等しいことを
表すメタ記号を区別する必要がある.
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定義 2. （記号列としての同値）
言語 Lの記号から作られる記号列を s, tとする. このとき, 記号列として等

しいことを s ≡ tと表す.

(や)を記号として言語に含めることもあるが, 実はこれらの記号はなくとも
よい（逆ポーランド記法によって論理式を木構造で表せる）. よって, ここで
は記号として扱わない. ただし, わかりやすさのために補助として使用する.

続いて項を定義する. 論理式を文章と考えるならば, 単語に相当する概念が
項である.

定義 3. （項）
項を以下で定める.

1. 変数記号は項である.

2. 定数記号は項である.

3. t1, t2, . . . , tn を項とし, f を n-変数関数 (f ∈ Fn) とする. このとき,

f(t1, t2, . . . , tn)も項である.

4. 以上で項であることがわかるものだけが項である.

ここで各 ti は項を表すメタ変数であり, 記号ではないことに注意.

さて, 項を定義できると論理式を定義することができる.

定義 4. （原子論理式）
t1, t2, . . . , tn を項とする. また, し Rを n-引数関係 (R ∈ Pn)とする. この

とき,

⊥, (6)

(t1 = t2), (7)

R(t1, t2, . . . , tn), (8)

を原子論理式という.

定義 5. （論理式）
論理式を以下で定める.

1. 原子論理式は論理式である.

2. φ,ψを論理式とする. このとき, ¬φ, (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ→ ψ),は論理
式である.

3. φを論理式とし, xを変数記号とする. このとき, (∀xφ), (∃xφ).
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4. 以上で論理式であることがわかるものだけが論理式である.

(や)は論理記号の結合順序が変わらない範囲で省略可能とする. また, →が
２つ並ぶ場合は右側の結合を優先する. すなわち, φ→ ψ → θは φ→ (ψ → θ)

を表す.

定義 6. （スコープ）
論理式が (∀xφ), (∃xφ)のいずれかの形であるとき, 論理式 φに対応する部

分を ∀xまたは ∃xのスコープという.

論理式 φに含まれる変数記号 xの個数を numφ(x)と表そう.

定義 7. （束縛出現・自由出現）
論理式 φに含まれる変数記号 xのうち i番目（1 ≤ i ≤ numφ(x)）のもの

を xi と表すことにする. 変数記号 xi が ∀xまたは ∃xのスコープ内に含まれ
ているとき変数記号 xi は束縛出現するという. xi が束縛出現しないとき, 自
由出現するという. また束縛出現する変数記号を束縛変数, 自由出現する変数
記号を自由変数という.

束縛出現・自由出現は変数記号の１つ１つに定義された概念であることに
注意. すなわち, 同じ aという変数記号でも ∀a(a = a) ∧ (a = x)のように
複数回現れていれば, ∀a1(a2 = a3) ∧ (a4 = x)として区別する. この例では
a2, a3 は束縛出現, a4 は自由出現である. a1 はいずれでもない.

定義 8. （閉項）
項 tに変数記号が含まれないとき, tを閉項という.

定義 9. （閉論理式）
論理式 φ自由変数を含まないとき, φは閉論理式であるという.

定義 10. （全称閉包）
論理式 φ に出現する自由変数を x1, . . . , xn とする. φ の全称閉包とは,

∀x1 . . . ∀xnφの形の閉論理式のことである.

2.2 構造
定義 11. （L-構造）
言語 Lに対して L-構造とは空でない集合M と L上の部分写像*1 F の組

M = ⟨M ;F ⟩のことである. ここで, F は次のような写像である.

1. c ∈ C に対して cM := F (c)はM の元である.

2. f ∈ Fn に対して fM := F (f)は関数Mn →M である.

*1部分写像とは, 適切な部分集合上で考えれば写像になっているものである. F の定義域が
C ∪ F ∪ P ⊊ L であるから L 上の部分写像であり写像ではない.
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3. R ∈ Pn に対して RM := F (R)は n-項関係である.

tMのことを記号 tのMにおける解釈という. また, 集合M を |M|と表し対
象領域という.

定義 12. （名前・名前による拡張 L(M)）
言語 Lとその L-構造をMとする. このとき, M の各元m ∈ M を表す定

数記号 cm を新たに定義し cMm = F (cm) = mと定める. cm を mの名前と
いう. Lに {cm : m ∈ M}を付け加えた言語を Lの名前による拡張といい
L(M)と表す.

定義 13. （L-論理式, L(M)-論理式）
言語 Lだけを用いて作られた論理式を L-論理式, 名前による拡張 L(M)を

用いて作られた論理式を L(M)-論理式という.

3 モデルと論理的帰結
この節では特に断らない限り, Lを言語, その L-構造をM = ⟨M ;F ⟩, およ

びMについての名前による拡張を L(M)とする.

3.1 真理値
定義 14. （閉項の解釈）
L(M)の閉項 tの解釈 tM とは次で定まるものである.

1. t ≡ c (c ∈ C)のとき tM := cM.

2. t ≡ f(t1, . . . , tn) (f ∈ Fn, n > 0)のとき tM := fM(tM1 , . . . , tMn ).

定義 15. （閉項の代入）
自由変数 xを持つ L(M)-論理式 φへの L(M)-閉項 tの代入とは, φの自由

出現する xをすべて tで置き換えた論理式のことであり, これを φ[x := t]と
表す.

定義 16. （L(M)-論理式の真理値）
L(M)-論理式 φの真理値M(φ) ∈ 2 *2 を次で定義する. ここで t1, . . . , tn

は項, Rは n-項関係, ψ, θは L(M)-論理式である.

1. 原子論理式の真理値

(a) M(⊥) := 0,

*2ここで 2 = {0, 1}である. つまり, 偽を 0, 真を 1で表している. 集合 {0, 1}を 2で表すこ
とは von Neumann 順序数を学ぶと自然に思われるだろう.
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(b) M(t1 = t2) = 1 : ⇐⇒ tM1 = tM2 ,

(c) M(R(t1, . . . , tn)) = 1 : ⇐⇒ (tM1 , . . . , tMn ) ∈ RM,

2. 論理式の真理値

(a) M(¬ψ) := 1−M(ψ),

(b) M(ψ ∧ θ) := min(M(ψ),M(θ)),

(c) M(ψ ∨ θ) := max(M(ψ),M(θ)),

(d) M(ψ → θ) := max(1−M(ψ),M(θ)),

(e) M(∀xθ) = 1 : ⇐⇒ 任意のm ∈ |M|についてM(ψ[x := cm]) = 1

が成り立つ,

(f) M(∃xθ) = 1 : ⇐⇒ あるm ∈ |M|についてM(ψ[x := cm]) = 1

が成り立つ,

ただし, 真理値が 1でないときは常に 0とする.

上記の真理値の定義は名前による拡張 L(M)を用いている. すなわち, L-
論理式の真理値の定義ではない. しかし, L ⊂ L(M)であるから L-論理式 φ

の真理値は φを L(M)-論理式とみなしたときの真理値であると定めることが
できる.

定義 17. （L-論理式の真理値）
L-論理式 φの真理値は φを L(M)-論理式とみなしたときの真理値である.

すなわち, L-論理式の真理値は L-構造Mとして何をとるかによって変化
する.

3.2 モデルと論理的帰結
定義 18. （M ⊨ φ）
L-閉論理式 φについてM(φ) = 1が成り立つことをM ⊨ φと表す.

すなわち, φで表される性質をMが満たしていることをM ⊨ φと表す.

論理式の集合を Γとすると, Γを適切に選ぶことで満たしてほしい性質を列
挙することができる. この Γをすべて満たすような L-構造を Γのモデルと
いう.

定義 19. （モデル）
L-閉論理式の集合を Γとする. 任意の φ ∈ ΓについてM ⊨ φが成り立つ
とき, Mを Γのモデルという.
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さて, 論理式 φで表現される性質が論理式の集合 Γによって列挙される性
質の論理的帰結であるとはどういうことか. ここで注目しているのは論証の
過程ではなく, 論理的帰結であるという結果がすでにわかっているとしたと
きに何が成り立っているべきであろうかという点である（論証の過程は証明
として後ほど扱う）.

手短に言ってしまえば, Γのモデルとなるいかなる構造Mも φを満たすと
いうことが要請される. φが Γから帰結するのであれば Γが真となるいかな
る場においても φが真であるということを認めるのは自然であろう.

定義 20. （論理的帰結）
L-閉論理式の集合を Γとする. 任意の ΓのモデルMがM ⊨ φを満たす

とき φは Γの論理的帰結であるという.

4 形式的証明と健全性
この節では証明を形式化し, 証明可能な論理式は論理的帰結になっている

ことを見る.

4.1 形式的証明
証明を形式的に扱うにあたり, 見通しをよくするために論理記号を減らす.

他の記号は残った記号で定義することで表現することができる.

定義 21. （論理記号）
論理記号の集合 LG は {⊥,→, ∃}のみとし, 他の記号は次で定義する.

¬φ := φ→ ⊥, (9)

φ ∨ ψ := ¬φ→ ψ, (10)

φ ∧ ψ := ¬(φ→ ¬ψ), (11)

φ↔ ψ := (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ), (12)

∀xφ := ¬∃x¬φ. (13)

証明を行うための証明系を定める. 証明系は公理と推論規則から成る. 公
理は常に証明として認められる論理式であり, 公理と推論規則により導出で
きる論理式のみが証明できる論理式であると考える.

定義 22. （証明系H）
t, s とそれに添え字を付したものは閉項, x は変数記号, φ,ψ, θ を論理式,

f ∈ F , R ∈ P とする. 証明系 Hの公理とは，次の形をした閉論理式である
か, 次の形をした論理式の全称閉包のことである.
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1. 公理系

(a) 命題論理の公理
i. φ→ ψ → φ,

ii. (φ→ ψ → θ) → (φ→ ψ) → φ→ θ,

iii. ¬¬φ→ φ,

(b) 量化子に関する公理
i. ∀x(φ→ ψ) → ∀xφ→ ∀xψ,
ii. ∀x¬φ(x) → ¬∃xφ(x),
iii. φ(t) → ∃xφ(x),

(c) 等号公理
i. t = t,

ii. t = s→ s = t,

iii. (t1 = t2 ∧ t2 = t3) → t1 = t3,

iv. (t1 = s1 ∧ t2 = s2 ∧ · · · ∧ tn = sn) → f(t1, t2, . . . , tn) =

f(s1, s2, . . . , sn),

v. (t1 = s1 ∧ t2 = s2 ∧ · · · ∧ tn = sn) → R(t1, t2, . . . , tn) →
R(s1, s2, . . . , sn),

2. 推論規則
(MP)

φ→ ψ φ

ψ

(MP)の下側の論理式 ψのことを (MP)の結論という.

推論規則の (MP)とは modus ponensの略であり, 上側の論理式２つから
下側の論理式を導けるということを表す.

定義 23. （証明）
Lを言語, L-閉論理式の集合を Σ, φを L-閉論理式とする. 証明系 Hにお

ける言語 Lについての φの証明とは L-閉論理式の有限列,

φ1, φ2, . . . , φn, (14)

で φn = φであり, φi (i = 1, 2, . . . , n− 1)は Σの元であるかHの公理である
か j, k < iなる φj , φk からの推論規則 (MP)による結論となっているような
ものである．
また，Σからの言語 Lについての φの証明が存在するとき言語 Lについ

て φは Σから証明可能といい，Σ ⊢ φ と表す．特に, Σ = ∅のとき単に ⊢ φ
と表す.
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4.2 演繹定理
次の演繹定理は様々な論理式の証明可能性を示すのに非常に便利な定理で

ある. 本節の最初に論理記号 LGを減らしておいたことで, 次のような定理を
見通しよく証明することができる.

定理 24. Lを言語, L-閉論理式の集合をΣとする. このとき，次が成り立つ．

Σ ⊢ φ→ ψ ⇐⇒ Σ ∪ {φ} ⊢ ψ. (15)

Proof. (=⇒)

Γ ⊢ φ→ ψかつ Γ ⊂ Γ∪ {φ}より，Γ∪ {φ} ⊢ φ→ ψが成り立つ．よって，
(MP)より Γ ∪ {φ} ⊢ ψ.
( ⇐= )

ψの種類によって場合分けする.

1. ψ ∈ Γのとき．Hの公理 (a-i)より Γ ⊢ ψ → φ → ψ であり，これと
ψ で (MP)を使うことで Γ ⊢ φ → ψ を得る（注：ψ → φ → ψ とは
ψ → (φ→ ψ)を表すのであった）．

2. ψがHの公理のとき．Γ ⊢ ψおよびHの公理 (a-i)よりΓ ⊢ ψ → φ→ ψ

より (MP)を使えば Γ ⊢ φ→ ψを得る. 　

3. ψ ≡ φのとき. 次の補題 25で示す．

4. ψが (MP)の結論になっているとき．Γ∪{φ}からのψの証明の長さに関
する帰納法で示す．長さ１の時は 1～3の場合に相当するから示された．
証明の長さが nのとき，ある論理式 θについて Γ∪{φ} ⊢ θ → ψおよび
Γ ∪ {φ} ⊢ θが成り立っているから帰納法の仮定より, Γ ⊢ φ → θ → ψ

および Γ ⊢ φ → θを得る. Hの公理 (a-ii)より, Γ ⊢ (φ → θ → ψ) →
(φ → θ) → φ → ψ が成り立つから (MP)を２回用いることで結論を
得る．

補題 25. Lを言語, φを L-閉論理式とする. このとき, 次が成り立つ.

⊢ φ→ φ. (16)

Proof. θ ≡ φ→ φとすると,

11



⊢ (φ→ θ → φ) → (φ→ θ) → φ→ φ,（公理（a-ii））
⊢ φ→ θ → φ,（公理（a-i））
⊢ φ→ φ→ φ,（公理（a-i））
⊢ (φ→ θ) → φ→ φ,（（MP）による）
⊢ φ→ φ.（（MP）による）

4.3 対偶法
この小節では演繹定理の応用として対偶法を証明する. 演繹定理との関連

が深いためここで紹介するが, 実際に必要になるのは小節 5.2であるので, 初
読の際は読み飛ばしても問題ない.

補題 26. （二重否定の付与）
Lを言語, φを L-閉論理式とする. このとき, 次が成り立つ.

⊢ φ→ ¬¬φ. (17)

Proof. 補題 25より ⊢ ¬φ→ ¬φが成り立つから,

{¬φ} ⊢ ¬φ,（演繹定理） (18)

{¬φ} ⊢ φ→ ⊥,（否定の定義） (19)

{¬φ,φ} ⊢ ⊥,（演繹定理） (20)

{φ} ⊢ ¬φ→ ⊥, (21)

{φ} ⊢ ¬¬φ, (22)

⊢ φ→ ¬¬φ. (23)

補題 27. （対偶法）
Lを言語, φ,ψを L-閉論理式とする. このとき, 次が成り立つ.

⊢ φ→ ψ ⇐⇒ ⊢ ¬ψ → ¬φ. (24)
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Proof. (=⇒)

⊢ φ→ ψ, (25)

{φ} ⊢ ψ,（演繹定理） (26)

⊢ ψ → ¬¬ψ,（補題 26（二重否定の付与）） (27)

{φ} ⊢ ¬¬ψ,（直前２つで (MP)） (28)

{φ,¬ψ} ⊢ ⊥,（演繹定理と否定の定義） (29)

{¬ψ} ⊢ ¬φ,（演繹定理と否定の定義） (30)

⊢ ¬ψ → ¬φ.（演繹定理） (31)

(⇐=) 　上の証明を逆にたどればよい. ただし, 二重否定の付与の代わりに
公理（a-iii）二重否定の除去を使用する.

4.4 健全性定理
この小節は非常に短いが重要な結果である. 次の健全性定理は証明可能な

論理式は論理的帰結になっているという主張であり, 証明系が「健全」である
ことを表す.

大雑把な言い方をすれば証明系の設計がうまくいっているということを表
し, その意味で自明な定理である. 健全な証明系では証明できることは正し
い. 一方, 正しいことは証明できるというこの定理の逆は別に証明すべき重要
な課題である.

定理 28. Lを言語とし Σを L-閉論理式の集合, φを L-閉論理式とする. こ
のとき, 次が成り立つ.

Σ ⊢ φ =⇒ Σ ⊨ φ. (32)

Proof. 証明系Hの公理として採用した論理式φが⊨ φを満たすことと, (MP)

が {φ,φ→ ψ} ⊨ ψを満たすことによる.

5 モデルの存在定理と完全性
この節では健全性の逆, すなわち, 論理的帰結は証明できるという定理を示

す. この定理を完全性定理という. 完全性定理はモデルの存在定理の系とし
て従うため, 実際の目標はモデルの存在定理の証明になる.

この節では特に断りがない限り L を言語とし, Σ を L-閉論理式の集合と
する.
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5.1 極大無矛盾集合
定義 29. （無矛盾）
Σが無矛盾であるとは Σ ̸⊢ ⊥, すなわち Σから ⊥が証明できないことで

ある.

補題 30. cを Lにない定数記号とし L′ = L∪ {c}とする. このとき, L′-論理
式として Σ ⊢ φ(c)ならば L-論理式として Σ ⊢ ∀xφ(x).

Proof. 言語 L′ についての Σからの φ(c)の証明を,

φ1, φ2, . . . , φn, (33)

とする. このとき, φn ≡ φ(c)である.

各論理式φi(i = 1, 2, . . . , n)において cが出現していればφi(i = 1, 2, . . . , n)

に現れない変数記号 xで書き換え, その各論理式を ψi(x)と表す. このとき,

ψi(x)は L-論理式である. さらに, xが出現する論理式に全称量化子をつけて
∀xψi(x)とする. こうしてできた新しい論理式を φ′

i と表すことにすると,

φ′
1, φ

′
2, . . . , φ

′
n, (34)

は言語 Lについての Σからの ∀xφ(x)の証明である. φ′
iが各 iについて証明

の条件を満たしていることは次のように確かめられる.

1. φi が Σに含まれるとき
ΣはL-閉論理式の集合としたからφiに cは出現しない. よって, φi ≡ φ′

i

となる. したがって, 示すことはない.

2. φi が証明系Hの公理のとき
証明系 Hの公理の定義より, ψi(x)が Hの公理であればその全称閉包
である ∀xψi(x)もHの公理であるからよい.

3. φi が φj , φk(j, k < i)からの (MP)の結論であるとき
i未満の論理式に関しては証明の条件が満たされていると仮定する. ま
た, 与えられた証明において φk ≡ φj → φi とする. このとき, 帰納
法の仮定より Σ ⊢ ∀x(φj(x) → φi(x)) が成り立つから公理（b-i）と
(MP)により, Σ ⊢ ∀xφj(x) → ∀xφi(x)となる. また, 帰納法の仮定より
Σ ⊢ ∀xφj(x)であるからもう一度 (MP)を用いて Σ ⊢ ∀xφi(x)を得る.

補題 31. （Henkinの公理の無矛盾性）
L′ = L ∪ {C∃xφ(x)}とし, Σ′ = Σ ∪ {∃xφ(x) → φ(C∃xφ(x))}とすると, L-

閉論理式の集合として Σが無矛盾であれば, L′-閉論理式の集合として Σ′ が
無矛盾である.
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Proof. 演繹定理と否定の定義により Σ′ ⊢ ⊥ ⇐⇒ Σ ⊢ ¬(∃xφ(x) →
φ(C∃xφ(x)))であるから, Σ′ が矛盾すると仮定すると,

Σ ⊢ ¬
(
∃xφ(x) → φ(C∃xφ(x))

)
, (35)

Σ ⊢ ¬¬∃xφ(x) ∧ ¬φ(C∃xφ(x)), (36)

Σ ⊢ ∃xφ(x), (37)

Σ ⊢ ¬φ(C∃xφ(x)), (38)

Σ ⊢ ∀x¬φ(x),（補題 30） (39)

⊢ ∀x¬φ(x) → ¬∃xφ(x),（公理（b-ii）） (40)

Σ ⊢ ¬∃xφ(x),（前２つから (MP)） (41)

Σ ⊢ ∃xφ(x) → ⊥,（否定の定義） (42)

Σ ⊢ ⊥, (43)

により, Σの無矛盾性に矛盾する.

定義 32. L-閉論理式のうち存在量化記号 ∃から始まる論理式の集合を Γ0と
する.

1. Γ0 の元を一列に並べ, φ1, φ2, . . . ,と表す. 定数記号の集合 C0 を C0 =

{cφ1 , cφ2 , . . . }と定める. このときL∪C0は新たな言語となるから, L∪C0
の閉論理式のうち存在量化記号 ∃から始まる論理式の集合を Γ1とする.

2. Γn\
∪n−1
k=0 Σk の元を一列に並べ, φn1 , φ

n
2 , . . . ,と表す. 定数記号の集合

Cn を Cn = {cφn
1
, cφn

2
, . . . }と定める. このとき L ∪ Cn は新たな言語と

なるから, L∪Cnの閉論理式のうち存在量化記号 ∃から始まる論理式の
集合を Γn+1 とする.

このとき, L ∪
∪
Cn を L(CH)と表し LのHenkin拡大という.

定義 33. （極大無矛盾集合）
Σ∗ を L-閉論理式の集合とする. 任意の L-閉論理式 φについて φ ∈ Σ∗ も

しくは ¬φ ∈ Σ∗のいずれか一方が成り立つとき Σ∗は極大無矛盾集合である
という.

補題 34. （極大無矛盾集合の構成）
L(CH)-閉論理式の極大無矛盾集合 Σ∗ で Σ ⊂ Σ∗ となるものが存在する.

Proof. Σに属さない L(CH)-閉論理式を順に並べ,

φ1, φ2, . . . , (44)
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のように自然数で添え字づける. Σを次の規則によって拡大する.

Σ0 := Σ, (45)

Σn+1 :=

Σn ∪ {φn} (Σn ∪ {φn} ̸⊢ ⊥),

Σn ∪ {¬φn} (Σn ∪ {φn} ⊢ ⊥).
(46)

このとき, Σ∗ =
∪
n ΣnとするとΣ∗はその構成法から極大無矛盾集合となる.

5.2 モデルの存在定理
定理 35. （モデルの存在定理）
L-構造Mで Σのモデルとなるものが存在する.

Proof. 補題 34より L(CH)-閉論理式の集合 Σ∗ で Σ ⊂ Σ∗ なる極大無矛盾集
合が存在する. これを用いて, 任意の L(CH)-閉論理式 φについて,

M(φ) = 1 ⇐⇒ φ ∈ Σ∗, (47)

なるモデルMを構成する.

まず, モデルの対象領域M を定める. Lの Henkin拡大 L(CH)の閉項全体
の集合を Ct(L(CH))と表す. このとき Ct(L(CH))上の同値関係 ≃を次で定
める. t, s ∈ Ct(L(CH))として,

t ≃ s : ⇐⇒ (t = s) ∈ Σ∗, (48)

とする. 等号公理より≃は同値関係となる. さて,対象領域をM = Ct(L(CH))/ ≃
で定め, tを代表元とするM の元を [t]と表す.

M を L(CH)-構造にするために, 定数記号, 関数記号, 述語記号の解釈を次
で与える. 以下 t, s, t1, t2, . . . , tn ∈ Ct(L(CH))とする.

1. 定数記号の解釈
定数記号 cは [c]で解釈する.

2. 関数記号の解釈
f ∈ F のとき fM([t1], [t2], . . . , [tn]) = [f(t1, t2, . . . , tn)]で定める.

3. 述語記号の解釈
R ∈ P のとき ([t1], [t2], . . . , [tn]) ∈ RM ⇐⇒ R(t1, t2, . . . , tn) ∈ Σ∗ で
定める.
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2, 3は等号公理より well-definedとなる.

これらの解釈をM 上の部分写像 F で表すことにすれば, L(C)-構造M =

⟨M ;F ⟩を得る. 以降では L(CH)をMの名前によって拡張しておく. ただし,

簡単のため L(CH)と書く.

任意の L(CH)-閉論理式 φについて, M(φ) = 1 ⇐⇒ φ ∈ Σ∗ が成り立つ
ことは次の補題 36で示す. これより, M ⊨ Σ∗ がわかる.

Σ ⊂ Σ∗ であるからM ⊨ Σとなり, よって Σのモデルを得た.

補題 36. 各記号および仮定はモデルの存在定理に準じる. このとき, 任意の
L(CH)-閉論理式 φについて, M(φ) = 1 ⇐⇒ φ ∈ Σ∗ が成り立つ.

Proof. 定数記号と関数記号の解釈の定義より tM = [t]が成り立つことに注
意する.

1. 原子閉論理式の場合

(a) φ ≡ (t = s)のとき

M((t = s)) = 1 (49)

⇐⇒ tM = sM (50)

⇐⇒ [t] = [s] (51)

⇐⇒ t ≃ s (52)

⇐⇒ (t = s) ∈ Σ∗. (53)

(b) φ ≡ R(t1, t2, . . . , tn)のとき

M(R(t1, t2, . . . , tn)) = 1 (54)

⇐⇒ (tM1 , tM2 , . . . , tMn ) ∈ RM (55)

⇐⇒ ([t1], [t2], . . . , [tn]) ∈ RM (56)

⇐⇒ R(t1, t2, . . . , tn) ∈ Σ∗. (57)

2. 一般の閉論理式の場合
記号 ∧,∨,→, ∃, ∀の個数に関する帰納法による. 記号が n(n ≥ 0)未
満の論理式については主張が成り立っていると仮定する. ∧,∨,→ に
関してはM(φSψ)の値の定め方により成り立つ（S は ∧,∨,→のいず
れか）.

(a) 存在量化子から始まる論理式 φ ≡ ∃xψ(x)について
まず, φ ∈ Σ∗ =⇒ M(φ) = 1 を示す. 補題 31 と補題 27（対
偶法）より ∃xψ(x) → ψ(C∃xψ(x)) ∈ Σ∗ であるから (MP)により
ψ(C∃xψ(x)) ∈ Σ∗ である. 帰納法の仮定より, M(ψ(C∃xψ(x))) = 1

となり, M(φ)の定義よりM(∃xψ(x)) = 1が成り立つ.
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逆に, M(φ) = 1 =⇒ φ ∈ Σ∗ を示す. M(φ) = 1のとき, ある
m ∈ |M|が存在してM(ψ(cm)) = 1となる. このとき, 適当な閉
項 tを用いてm = [t]と表せるから, tM = [t]よりM(ψ(t)) = 1と
なる. 帰納法の仮定より ψ(t) ∈ Σ∗ となり, 公理（b-iii）(φ(t) →
∃xφ(x))より φ ∈ Σ∗.

(b) 全称量化子から始まる論理式 φ ≡ ∀xψ(x)
まず, φ ∈ Σ∗ =⇒ M(φ) = 1を示す. 補題 27（対偶法）と公理

(b-ii), (b-iii)により任意の閉項 tについて ⊢ ∀xψ(x) → ψ(t)が成
り立つ. ∀xψ(x) ∈ Σ∗と帰納法の仮定より, 任意の閉項 tについて
M(ψ(t)) = 1となる. したがって, M(∀xψ(x)) = 1.

最後に, φ ̸∈ Σ∗ =⇒ M(φ) = 0を示す. φ ̸∈ Σ∗ および Σ∗ の
構成法より ¬φ ∈ Σ∗ が成り立つ. さらに, 補題 27（対偶法）と
公理 (b-ii)より ⊢ ¬∀xψ(x) → ∃x¬ψ(x)であるから (MP)によっ
て ∃x¬ψ(x) ∈ Σ∗. 補題 31より ∃x¬ψ(x) → ¬ψ(C∃x¬ψ(x)) ∈ Σ∗

であるから (MP) より ¬ψ(C∃x¬ψ(x)) ∈ Σ∗ となる. よって帰納
法の仮定よりM(ψ(C∃x¬ψ(x))) = 0. よって, M(φ) の定義より
M(∀xψ(x)) = 0が成り立つ.

5.3 完全性定理
ここまででモデルの存在定理を証明することができたので, 健全性定理の

逆を主張する完全性定理を証明することができる. 完全性定理は φが Σの論
理的帰結であれば必ず Σから証明することができるという, 証明の表現力が
十分に強力であることを主張する定理である.

前節に準じて Lを言語とし, Σを L-閉論理式の集合とする.

定理 37. （完全性定理）
φを L-閉論理式とする. このとき, 次が成り立つ.

Σ ⊨ φ =⇒ Σ ⊢ φ. (58)

Proof. 対偶を示す. Σ ̸⊢ φを仮定する. 演繹定理からΣ∪{¬φ} ⊢ ⊥ =⇒ Σ ⊢ φ
が成り立つからこれの対偶をとって Σ ̸⊢ φ =⇒ Σ ∪ {¬φ} ̸⊢ ⊥ が成り立
つ. すなわち, Σ ∪ {¬φ}が無矛盾となる. このとき, モデルの存在定理より
M ⊨ Σ ∪ {¬φ}なる Σ ∪ {¬φ}のモデルMが存在する. MはM ⊨ ¬φより
M ̸⊨ φを満たす. すなわち, Σ ̸⊨ φ.
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